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Abstrak—Fungsi pembangkit merupakan sebuah teknik 

menghitung dalam kombinatorial dengan mengeksploitasi sifat 

bijeksi sebuah persoalan. Teknik ini memungkinkan persoalan 

kombinatorial untuk dimodelkan ke dalam bentuk aljabar 

sehingga lebih mudah untuk dimanipulasi. Salah satu persoalan 

dalam kombinatorial yang cukup terkenal adalah persoalan stars 

and bars. Persoalan ini dapat dimodelkan menjadi fungsi 

pembangkit berbentuk suku banyak yang kemudian bisa 

dimanipulasi sehingga persoalan yang lebih umum bisa 

diselesaikan. Makalah ini akan membahas aplikasi fungsi 

pembangkit dalam penyelesaian persoalan stars and bars dengan 

peubah yang dibatasi serta implementasinya dalam algoritma. 

 

Kata Kunci—algoritma, fungsi pembangkit, kombinatorial, stars 

and bars. 

 

 

I.   PENDAHULUAN 

Persoalan stars and bars merupakan persoalan yang solusinya 

memiliki cakupan keterkaitan cukup luas di bidang 

kombinatorial terutama dalam perhitungan distribusi objek atau 

partisi objek. Persoalan ini digunakan dalam teknik perhitungan 

dasar kombinatorial yang membutuhkan pencarian banyaknya 

solusi sebuah persamaan. Solusi persoalan ini kemudian dikenal 

sebagai teknik stars and bars atau teorema stars and bars. 

Misalkan dimiliki 𝑛 buah kotak dan 𝑟 buah objek identik. 

Persoalan stars and bars pada dasarnya meminta kita untuk 

menghitung banyaknya cara mendistribusi semua objek tersebut 

ke dalam kotak yang tersedia sedemikian sehingga setiap kotak 

berisi sejumlah objek atau tidak sama sekali. Bentuk yang lebih 

umum dikenali dari persoalan stars and bars adalah bentuk 

pencarian banyaknya solusi sebuah persamaan dengan beberapa 

peubah bilangan bulat non-negatif tak-diketahui. Jika 

didefinisikan ℤ+ adalah himpunan bilangan bulat non-negatif 

dan ℤ adalah himpunan seluruh bilangan bulat, secara 

matematis, diberikan 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … , 𝑥𝑛, 𝑟 ∈  ℤ+, persoalan stars 

and bars adalah pencarian banyaknya solusi persamaan 𝑥1 +
𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛 = 𝑟. 

Sebuah ekstensi dari persoalan stars and bars adalah dengan 

membatasi peubah yang tak diketahui dalam interval berhingga 

tertentu. Sehingga secara matematis, persoalan stars and bars 

menjadi pencarian banyaknya solusi 𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛 = 𝑟, 

dengan 𝑠𝑖 ≤ 𝑥𝑖 ≤  𝑡𝑖 untuk sembarang 𝑠𝑖 , 𝑡𝑖 ∈  ℤ, 𝑠𝑖 ≤ 𝑡𝑖 untuk 

setiap 𝑖 ∈ [1, 𝑛] dan 𝑟 ∈ ℤ+. Perhatikan bahwa 𝑠𝑖 dan 𝑡𝑖 tidak 

perlu non-negatif.  Salah satu algoritma paling sederhana untuk 

penyelesaian masalah ini adalah dengan mengenumerasi setiap 

peubah dengan interval yang diberikan, sehingga memiliki 

kompleksitas relatif terhadap operasi dasar sejumlah 𝑇(𝑛) =
∏ (𝑡𝑖 − 𝑠𝑖)1≤𝑖≤𝑛 . 

Aplikasi fungsi pembangkit di bidang kombinatorial telah 

banyak digunakan untuk memudahkan manipulasi persoalan 

yang cukup kompleks. Sifat bijeksi dari sebuah persoalan yang 

kompleks dapat dieksploitasi untuk dapat dimodelkan menjadi 

persoalan yang lebih mudah dengan teknik yang disebut double 

counting. Fungsi pembangkit memodelkan persoalan yang 

kompleks dalam bentuk fungsi umum sehingga memungkinkan 

perhitungan yang lebih sistematik dengan manipulasi aljabar. 

Pada implementasinya, kita akan melihat bahwa penggunaan 

fungsi pembangkit dalam pemodelan persoalan ini memerlukan 

algoritma efisien untuk mengalikan suku banyak. Salah satu 

algoritma yang cukup terkenal dalam pencarian perkalian dua 

buah suku banyak adalah algoritma fast fourier transform 

(FFT). Makalah ini akan menelisik lebih dalam penggunaan 

fungsi pembangkit untuk kasus yang diberikan sekaligus 

implementasinya dalam algoritma dan kompleksitasnya. 

 

 

II.  LANDASAN TEORI 

A. Kombinatorial 

Kombinatorial adalah cabang matematika untuk menghitung 

(counting) jumlah penyusunan objek-objek tanpa harus 

mengenumerasi semua kemungkinan. [9] Terdapat dua buah 

prinsip dalam kombinatorial yaitu the addition principle (AP) 

dan the multiplication principle (MP). [1] prinsip ini merupakan 

operasi paling dasar dalam menyelesaikan persoalan-persoalan 

perhitungan enumerasi. 

Jika dimiliki 𝑘 kejadian dengan: 

1. Banyak cara untuk mencapai kejadian ke-𝑖 adalah 𝑛𝑖 untuk 

setiap 𝑖 ∈ [1, 𝑘], 

2. Setiap kejadian saling lepas, artinya kejadian ke-𝑖 tidak ada 

kaitannya dengan kejadian ke-𝑗, untuk sembarang 𝑖 dan 𝑗, 

menurut kaidah penjumlahan atau AP, banyaknya cara untuk 

setidaknya satu kejadian terjadi adalah 𝑛1 + 𝑛2 + ⋯ + 𝑛𝑘. [1] 

Contoh aplikasi kaidah penjumlahan adalah dalam persoalan 

pencarian banyaknya cara seseorang pergi dari kota 𝑃 ke kota 𝑄 

jika ada 2 cara untuk melalui jalur udara, 3 cara untuk melalui 

jalur laut, dan 1 cara untuk melalui jalur darat. Menurut AP, 



Makalah IF2120 Matematika Diskrit – Sem. I Tahun 2021/2022 

 

diperoleh banyaknya cara dari kota 𝑃 ke kota 𝑄 adalah 2 + 3 +
1 = 6 cara. 

 

 
Gambar 1 Ilustrasi Persoalan Menggunakan AP 

 

Adapun kaidah perkalian atau MP menyatakan bahwa jika 

sebuah kejadian yang dapat dipartisi menjadi 𝑘 kejadian terurut 

dengan banyak cara untuk mencapai kejadian ke-𝑖 adalah 𝑛𝑖 

untuk setiap 𝑖 ∈ [1, 𝑘], total banyaknya cara untuk kejadian 

tersebut dapat terjadi adalah 𝑛1𝑛2𝑛3 … 𝑛𝑘. [1] Contoh 

aplikasinya adalah ketika seseorang ingin pergi dari kota 𝐴 ke 

kota 𝐷 dan harus melewati kota 𝐵 dan kota 𝐶 seperti berikut: 

 

 

Gambar 2 Ilustrasi Persoalan Menggunakan MP[1]. 

 Total banyaknya cara untuk pergi dari kota 𝐴 ke kota 𝐷 

adalah perkalian banyaknya cara dari kota 𝐴 ke kota 𝐵, dari kota 

𝐵 ke kota 𝐶, dan dari kota 𝐶 ke kota 𝐷. Sehingga diperoleh total 

banyaknya cara adalah 2𝑥5𝑥3 = 30 cara. 

Prinsip dasar kombinatorial ini akan dijadikan alat untuk 

memperoleh teknik-teknik kombinatorial lain yang lebih 

penting seperti permutasi dan kombinasi. 

 

B. Permutasi 

Misalkan terdapat 𝑛 buah objek tidak identik dan 𝑟 buah 

kotak dengan 𝑟 ≤ 𝑛. Banyaknya cara berbeda untuk mengisi 

setiap kotak sedemikian sehingga setiap kotak tepat memiliki 

sebuah objek adalah sebagai berikut: 

• Banyaknya cara untuk mengisi kotak pertama adalah 𝑛. 

• Banyaknya cara untuk mengisi kotak kedua adalah (𝑛 − 1). 

... 

• Banyaknya cara untuk mengisi kotak ke-𝑟 adalah (𝑛 − 𝑟 −
1). 

Berdasarkan MP, diperoleh bahwa banyaknya cara mengisi 𝑟 

buah kotak dengan setiap kotak berisi tepat sebuah objek dari 𝑛 

buah objek dan 𝑟 ≤ 𝑛 adalah 𝑛(𝑛 − 1) … (𝑛 − 𝑟 − 1). Bentuk 

kasus ini disebut sebagai permutasi. Secara umum, permutasi 𝑟 

dari 𝑛 elemen dinotasikan dengan 𝑃
𝑛
𝑟

=
𝑛!

(𝑛−𝑟)!
. Simbol tanda 

seru adalah faktorial, didefinisikan sebagai 𝑥! = 𝑥. (𝑥 −
1) … 2.1 dan 0! = 1. [9] 

Perhatikan bahwa permutasi 𝑛 dari 𝑛 elemen ekuivalen 

dengan banyaknya pengacakan 𝑛 buah objek, dinotasikan 

sebagai 𝑃𝑛 = 𝑛!. 
 

C. Kombinasi 

Kombinasi adalah bentuk khusus dari permutasi, bedanya 

dengan permutasi, kombinasi tidak memperhitungkan urutan 

kemunculan. [9] Misalkan 𝐴 adalah sebuah himpunan dengan 

setiap elemennya berbeda satu sama lain. Himpunan-kombinasi 

dari 𝐴 didefinisikan sebagai subhimpunan dari 𝐴. Lebih khusus, 

himpunan-kombinasi-𝑟 dari 𝐴 adalah subhimpunan 𝐴 yang 

memiliki 𝑟 elemen. [1] 

Kombinasi 𝑟 dari 𝑛 adalah banyaknya himpunan-kombinasi-

𝑟 dari sebuah himpunan dengan 𝑛 elemen. Untuk mengaitkan 

kombinasi dengan permutasi, agar memperoleh nilai kombinasi 

𝑟 dari 𝑛 elemen sesuai definisi, tinjau bahwa banyaknya cara 

memasukkan 𝑛 objek ke dalam 𝑟 kotak adalah 𝑃
𝑛
𝑟

. Karena 

urutan objek di setiap kotak dalam definisi kombinasi tidak 

diperhatikan, diperoleh bahwa kombinasi 𝑟 dari 𝑛 elemen adalah 

𝑃
𝑛
𝑟

/𝑃
𝑟
𝑟
, secara matematis, 

𝐶
𝑛
𝑟

= (
𝑛
𝑟

) =
𝑃

𝑛
𝑟

𝑃
𝑟
𝑟

=
𝑛!

(𝑛 − 𝑟)! 𝑟!
. 

Simbol kolom untuk merepresentasikan kombinasi akan lebih 

banyak digunakan terutama dalam aplikasi kombinasi dalam 

perhitungan ekspansi binomial. 

Perhatikan bahwa kombinasi 𝑟 dari 𝑛 elemen hanya 

terdefinisi saat 𝑟 ≤ 𝑛. Adapun properti penting dalam 

kombinasi, yaitu,  

(
𝑛

𝑛 − 𝑟
) =

𝑛!

(𝑛 − (𝑛 − 𝑟))! (𝑛 − 𝑟)!
= (

𝑛
𝑟

). 

 

D. Teorema Binomial 

Teorema binomial adalah metode kombinatorial dalam 

mencari koefisien sebuah suku dalam ekspansi binomial 

berbentuk (𝑥 + 𝑦)𝑛, teorema ini ditemukan oleh Isaac Newton 

pada 1676. [1] Secara matematis, untuk setiap bilangan bulat 

𝑛 ≥ 0, berlaku 

(𝑥 + 𝑦)𝑛 = (
𝑛
0

) 𝑥0𝑦𝑛 + (
𝑛
1

) 𝑥1𝑦𝑛−1 + ⋯ +  (
𝑛

𝑛 − 1
) 𝑥𝑛−1𝑦1

+ (
𝑛
𝑛

) 𝑥𝑛𝑦0 = ∑ (
𝑛
𝑟

) 𝑥𝑟𝑦𝑛−𝑟 

𝑛

𝑟=0

. 

Menariknya, koefisien-koefisien ini bisa disusun dalam 

segitiga yang sangat terkenal disebut segitiga paskal. Setiap 

baris dari segitiga paskal merepresentasikan koefisien hasil 

binomial seperti pada contoh berikut. 

 

Gambar 3 Segitiga Pascal.[10] 

Lebih lanjut, teorema ini memungkinkan manipulasi bentuk 

aljabar binomial, sehingga komputasi kombinatorial akan lebih 

variatif dan mudah dicari. Contohnya adalah pencarian 

jumlahan kombinasi 𝑛 sebagai berikut 

darat 

laut 

udara 

P Q 
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𝑆 = ∑ (
𝑛
𝑟

) 

𝑛

𝑟=0

, 𝑛 ≥ 0. 

Penjumlahan tersebut dapat dicari dengan mengeksploitasi 

ruas kiri teorema binomial, sulihkan 𝑥 = 1 dan 𝑦 = 1, diperoleh 

(1 + 1)𝑛 = ∑ (
𝑛
𝑟

) (1)𝑟(1)𝑛−𝑟

𝑛

𝑟=0

= 𝑆 ⇒ 𝑆 = 2𝑛. 

 

E. Prinsip Bijeksi 

Sebuah korespondensi 𝑓: 𝐴 → 𝐵 disebut bijektif jika dan 

hanya jika 𝑓 injektif dan surjektif. 𝑓 injektif jika 𝑓(𝑎1) ≠ 𝑓(𝑎2) 

untuk setiap 𝑎1 ≠ 𝑎2 di 𝐴, dan surjektif jika ∀𝑏 ∈ 𝐵 → ∃𝑎. (𝑎 ∈
𝐴, 𝑓(𝑎) = 𝑏).   

Prinsip bijeksi menyebutkan bahwa sebuah solusi persoalan 

yang dapat dibangun menjadi sebuah himpunan berhingga 

memiliki sifat bijeksi jika terdapat sebuah pemetaan bersifat 

bijeksi 𝑓 yang memetakan persoalan tersebut ke persoalan lain. 

Secara analitis, misalkan solusi suatu persoalan dapat dibangun 

menjadi himpunan berhingga 𝐴, definisikan persoalan lain yang 

memiliki solusi berhingga pada himpunan 𝐵. Jika terdapat 

bijeksi dari 𝐴 ke 𝐵, haruslah |𝐴| = |𝐵|. Dengan kata lain, 

banyaknya solusi dari 𝐴 sama dengan banyaknya solusi dari 𝐵. 

Prinsip ini juga dikenal sebagai double counting. [1] 

 

F. Teorema Akar Persatuan dan Formula Euler 

Definisikan 𝑖 adalah bilangan kompleks, yaitu 𝑖2 = −1. 

Formula euler menyatakan bahwa, 

𝑒𝑖𝑥 = 𝑐𝑖𝑠(𝑥) = cos(𝑥) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝑥). 
Adapun akar persatuan adalah akar-akar kompleks dari 

persamaan 𝑥𝑛 = 1 untuk sebuah 𝑛 ∈ ℕ. Teorema akar persatuan 

menyatakan bahwa akar kompleks persamaan 𝑥𝑛 = 1 akan 

berbentuk 𝑒
2𝑘𝜋𝑖

𝑛  untuk 𝑘 ∈ [1, 𝑛]. Bukti teorema ini bisa 

diperoleh menggunakan formula euler. Perhatikan bahwa 

𝑒2𝜋𝑖 = 1 ⇒ 𝑒2𝑘𝜋𝑖 = 1, ∀𝑘 ∈ ℕ 

Akibatnya, tinjau bahwa 

𝑥𝑛 = 1 = 𝑒2𝜋𝑖 = 𝑒4𝜋𝑖 = 𝑒6𝜋𝑖 = ⋯ 

Pangkatkan 
1

𝑛
 kedua ruas, diperoleh sebuah himpunan akar-

akar persatuan derajat 𝑛 yaitu 

𝑈𝑛 = {𝑒
2𝑘𝜋𝑖

𝑛  | 𝑘 ∈ {1,2,3, … , 𝑛}}. 

Akar persatuan memiliki banyak kegunaan di berbagai 

bidang. Dalam kombinatorial, akar persatuan banyak digunakan 

dalam fungsi pembangkit dan kita akan lihat juga bahwa akar 

persatuan adalah alat paling penting dalam algoritma FFT. [4] 

 

G. Teorema Stars and Bars 

Pada bagian ini, akan dibahas lebih dalam teorema stars and 

bars. Seperti yang dijelaskan pada bagian pendahuluan, 

persoalan stars and bars menyatakan bahwa jika dimiliki sebuah 

bilangan non-negatif 𝑟 dan 𝑛 buah peubah non-negatif 𝑥𝑖 , 𝑖 ∈
[1, 𝑛], dengan 𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛 = 𝑟, kita perlu mencari 

banyaknya solusi dari persamaan tersebut. 

Ide penyelesaian persoalan ini adalah dengan membangun 

bijeksi dengan persoalan yang lebih mudah. Pertimbangkan 𝑟 

buah bintang identik, 𝑛 − 1 buah batang identik, dan 𝑛 + 𝑟 − 1 

kotak, banyaknya cara menempatkan 𝑟 bintang ke dalam 𝑛 +

𝑟 − 1 kotak kemudian sisanya diisi oleh 𝑛 − 1 batang adalah 

(
𝑛 + 𝑟 − 1

𝑟
).  

Bisa dibangun sebuah korespondensi satu-satu dari persoalan 

bintang dan batang ini dengan persoalan stars and bars. Tinjau 

sebuah kasus ketika batang dan bintang telah dimasukkan ke 

dalam kotak. 𝑥𝑖 berkorespondensi dengan banyaknya bintang di 

sebelah kiri batang ke-𝑖 dan di sebelah kanan batang ke-(𝑖 − 1) 

untuk 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1, 𝑥1 berkorespondensi dengan banyaknya 

bintang di sebelah kiri batang pertama, sedangkan 𝑥𝑛 

berkorespondensi dengan banyaknya bintang di sebelah kanan 

batang ke-(𝑛 − 1). Mudah ditunjukkan bahwa korespondensi 

ini merupakan korespondensi satu-satu antara persoalan stars 

and bars dengan bintang dan batang. Berdasarkan teorema 

bijeksi, karena solusi persoalan bintang dan batang adalah 

(
𝑛 + 𝑟 − 1

𝑟
), diperoleh solusi persoalan 𝑠𝑡𝑎𝑟𝑠 𝑎𝑛𝑑 𝑏𝑎𝑟𝑠 juga 

(
𝑛 + 𝑟 − 1

𝑟
). 

Untuk memvisualisasikan bijeksi lebih baik, tinjau 𝑎 + 𝑏 +
𝑐 = 13, dengan 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ+. Pertimbangkan sebuah kombinasi 

bintang dan batang berikut {****|***|******}, sesuai definisi 

korespondensi, representasi tersebut menunjukkan salah satu 

solusi persamaan 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 13, yaitu 𝑎 = 4, 𝑏 = 3, 𝑐 = 6. 

Perhatikan bahwa di antara dua batang tidak perlu ada bintang, 

hal ini merepresentasikan nilai 0 pada korespondensi di 

persoalan stars and bars. [3] 

Lebih lanjut, stars and bars bisa digeneralisasi dengan 

membatasi 𝑥𝑖 pada interval bawah tertentu. Jika dimiliki sebuah 

bilangan non-negatif 𝑟 dan 𝑛 buah peubah non-negatif 𝑥𝑖 , 𝑖 ∈
[1, 𝑛], dengan 𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛 = 𝑟, definisikan 𝑠𝑖 ∈ ℤ, ∀𝑖 ∈
[1, 𝑛], sedemikian sehingga 𝑥𝑖 ≥ 𝑠𝑖  ∀𝑖 ∈ ℤ, lagi-lagi diminta 

untuk menemukan banyaknya solusi persamaan tersebut. Ide 

penyelesaian persoalan ini adalah dengan membuat peubah 

baru, misalnya 𝑎𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑠𝑖 , ∀𝑖 ∈ [1, 𝑛], perhatikan bahwa 𝑎𝑖 ≥
0, ∀𝑖 ∈ [1, 𝑛], akibatnya, 𝑥𝑖 pada persamaan awal dapat kita 

sulihkan dengan 𝑎𝑖 + 𝑠𝑖 , sehingga (𝑎1 + 𝑠1) + (𝑎2 + 𝑠2) +
⋯ + (𝑎𝑛 + 𝑠𝑛) =  𝑟, atau 𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛 = 𝑟 − Σ𝑠𝑖. 

Persamaan terakhir merupakan bentuk umum persoalan stars 

and bars. Jika 𝑟 − Σ𝑠𝑖 ≥ 0 dan 𝑠𝑖 diketahui untuk setiap 𝑖 ∈

[1, 𝑛], solusi persoalan ini adalah (
𝑛 + 𝑟 − Σ𝑠𝑖 − 1

𝑟 − Σ𝑠𝑖
).  

 

H. Kompleksitas Waktu Algoritma 

Pekerjaan utama di dalam kompleksitas waktu adalah 

menghitung jumlah tahapan komputasi di dalam algoritma. 

Tahapan komputasi diukur, biasanya, berdasarkan banyaknya 

operasi dasar yang dilakukan dalam algoritma. Ukuran 

kompleksitas waktu sebuah algoritma ditetapkan berdasarkan 

besarnya ukuran masukan. Ada tiga macam kompleksitas 

waktu: 

1. 𝑇𝑚𝑎𝑥(𝑛): Kompleksitas waktu untuk kasus terbutuk (worst 

case), kebutuhan waktu maksimum, 

2. 𝑇𝑚𝑖𝑛 (𝑛): Kompleksitas waktu untuk kasus terbaik (best 

case), kebutuhan waktu minimum, 

3. 𝑇𝑎𝑣𝑔(𝑛): Kompleksitas waktu untuk kasus rata-rata (average 

case), kebutuhan waktu secara rata-rata. [11] 
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Jenis kompleksitas waktu yang dipertimbangkan dalam 

makalah ini adalah kompleksitas waktu maksimum. 

Representasi kompleksitas waktu biasanya dituliskan dalam 

bentuk sifat asimtotiknya, terdapat 3 buah fungsi asimtotik, 

yaitu big-O, big-Omega, dan big-Theta. Masing-masing 

definisinya adalah sebagai berikut: 

1. big-O, atau 𝑂(𝑓(𝑛)) adalah fungsi asimtotik atas dari 𝑇(𝑛) 

jika terdapat konstanta 𝐶 dan 𝑛0 sedemikian sehingga 

𝑇(𝑛) ≤ 𝐶𝑓(𝑛) ∀𝑛 ≥ 𝑛0. 

2. big-Omega, atau Ω(𝑓(𝑛)) adalah fungsi asimtotik bawah 

dari 𝑇(𝑛) jika terdapat konstanta 𝐶 dan 𝑛0 sedemikian 

sehingga 𝑇(𝑛) ≥ 𝐶𝑓(𝑛) ∀𝑛 ≥ 𝑛0. 

3. big-Theta, atau Θ(𝑓(𝑛)) adalah fungsi asimtotik dari 𝑇(𝑛) 

jika 𝑇(𝑛) memiliki asimtotik bawah Ω(𝑓(𝑛)) dan asimtotik 

atas 𝑂(𝑓(𝑛)). 

 

 

Gambar 4 (a) Fungsi Asimtotik (b) Fungsi Asimtotik Atas (c) 

Fungsi Asimtotik Bawah[2] 

 

Pada umumnya, representasi fungsi asimtotik kompleksitas 

waktu yang digunakan adalah fungsi asimtotik atas atau 

𝑂(𝑓(𝑛)). Properti yang paling umum dari fungsi asimtotik ini 

adalah sebagai berikut, 

1. 𝑂(𝑓(𝑛) + 𝑔(𝑛)) = 𝑂(max(𝑓(𝑛), 𝑔(𝑛)). 

2. 𝑂(𝑓(𝑛)𝑔(𝑛)) = 𝑂(𝑓(𝑛))𝑂(𝑔(𝑛)). 

3. 𝑂(𝑐𝑓(𝑛)) = 𝑂(𝑓(𝑛)). 

4. 𝑓(𝑛) = 𝑂(𝑓(𝑛)). 

5. 𝑂(𝑃(𝑛)) = 𝑂(𝑥𝑛), dengan 𝑃(𝑛) = 𝑎0𝑥𝑛 + 𝑎1𝑥𝑛−1 + ⋯ +

𝑎𝑛 . [12] 

 

I. Fungsi Pembangkit 

Salah satu alat yang sangat penting untuk proses komputasi 

dalam kombinatorial adalah konsep fungsi pembangkit. 

Misalkan (𝑎𝑟) = (𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑟 , … ) sebuah barisan bilangan, 

bentuk umum fungsi pembangkit dari barisan tersebut adalah 

barisan geometri 

𝐴(𝑥) = ∑ 𝑎𝑟𝑥𝑟 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥2 + ⋯

∞

𝑟=0

. 

Dalam mempertimbangkan fungsi pembangkit, 𝑥 selalu 

diasumsikan sedemikian sehingga fungsi pembangkit 

konvergen karena fokus utama dalam fungsi pembangkit di 

ranah kombinatorial adalah koefisien dari fungsi pembangkit 

tersebut. Operasi paling dasar yang bisa diterapkan pada fungsi 

pembangkit adalah operasi penjumlahan dan perkalian. 

Contoh pencarian fungsi pembangkit, misalnya dimiliki 

sebuah barisan ((
𝑛
0

) , (
𝑛
1

) , … , (
𝑛
𝑛

) , 0,0, … ), dari definisi, fungsi 

pembangkit barisan tersebut akan membentuk barisan koefisien 

yang diperoleh dari teorema binomial yaitu 𝐴(𝑥) = (1 + 𝑥)𝑛.  

Contoh lain, tinjau sebuah deret geometri tak hingga 𝑆∞ 

sebagai 

𝑆∞ = 1 + 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3 + ⋯ 

Jumlahan deret geometri pada kasus di atas memiliki nilai 

konvergensi 𝑆∞ =
1

1−𝑥
 untuk |𝑥| < 1. Akibatnya,  

1

1 − 𝑥
= 1 + 𝑥 + 𝑥2 + ⋯. 

Hal ini menunjukkan bahwa fungsi pembangkit untuk barisan 

(1,1,1,1, … ) adalah 𝐴(𝑥) =
1

𝑥−1
. Perhatikan bahwa perolehan di 

atas dapat digeneralisasi dengan sedikit manipulasi. Misalnya, 

dengan menurunkan 𝐴(𝑥) sebanyak 𝑛 kali, akan diperoleh 

fungsi pembangkit baru dari barisan baru, yaitu 

𝐴(𝑛)(𝑥) =
𝑛!

(1 − 𝑥)𝑛+1
= ∑

(𝑟 + 𝑛)!

𝑟!
𝑥𝑟

∞

𝑟=0

 

Persamaan di atas mudah untuk dibuktikan menggunakan 

induksi matematika. Jika 𝑛 disulihkan dengan 𝑛 − 1, akan 

diperoleh 

1

(1 − 𝑥)𝑛
= ∑

(𝑟 + 𝑛 − 1)!

𝑟! (𝑛 − 1)!
𝑥𝑟

∞

𝑟=0

= ∑ (
𝑟 + 𝑛 − 1

𝑟
) 𝑥𝑟

∞

𝑟=0

. 

Secara umum, fungsi pembangkit untuk barisan 

((
𝑛 − 1

0
) , (

𝑛
1

) , (
𝑛 + 1

2
) , … , (

𝑟 + 𝑛 − 1
𝑟

) , … ) adalah 𝐴(𝑥) =

1

(1−𝑥)𝑛. [1]  

 

J. Algoritma Fast Fourier Transform 

Sebuah suku banyak berderajat 𝑛 − 1, 𝑃(𝑥) = 𝑎0𝑥0 +
𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝑥𝑛−1 dapat direpresentasikan dalam 

bentuk vektor koefisien (𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛−1). 

Definisikan Discrete Fourier Transform (DFT) dari sebuah 

suku banyak 𝑃(𝑥) berderajat 𝑛 − 1 sebagai sebuah suku banyak 

baru yang koefisiennya adalah 𝑃(𝜔𝑛,𝑘) untuk setiap 0 ≤ 𝑘 ≤

𝑛 − 1 dengan 𝜔𝑛,𝑘 adalah akar persatuan ke-𝑘 dari 𝑥𝑛 = 1. 

Secara matematis, DFT bisa ditulis dalam representasi vektor 

koefisiennya sebagai berikut 

𝐷𝐹𝑇(𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛−1) = (𝑃(𝜔𝑛,0), 𝑃(𝜔𝑛,1), … , 𝑃(𝜔𝑛,𝑛−1)) 

Perhatikan bahwa 𝜔𝑛,𝑘 = 𝑒
2𝜋𝑘

𝑛 = (𝑒
2𝜋

𝑛 )
𝑘

= (𝜔𝑛,1)
𝑘
, 

misalkan 𝜔𝑛,1 = 𝜔, diperoleh, 𝐷𝐹𝑇(𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛−1) =

(𝑃(𝜔0), 𝑃(𝜔1), … , 𝑃(𝜔𝑛−1)). Selain itu, definisikan juga 

𝐷𝐹𝑇−1 sebagai invers DFT dari 𝑃 yaitu 𝐷𝐹𝑇−1(𝐷𝐹𝑇(𝑃)) = 𝑃.  

Perhatikan saat dua buah suku banyak dikalikan, misal 𝐴 dan 

𝐵, nilai dari 𝑃 = (𝐴 ∙ 𝐵) pada sembarang titik akan sama 

dengan perkalian hasil 𝐴 di titik tersebut dan 𝐵 di titik tersebut. 

Secara matematis, 

(𝐴 ∙ 𝐵)(𝑥) = 𝐴(𝑥) ∙ 𝐵(𝑥). 
Dampak dari properti ini, bisa diperoleh hasil perkalian dua 

buah suku banyak menggunakan persamaan 

𝐴 ∙ 𝐵 = 𝐷𝐹𝑇−1(𝐷𝐹𝑇(𝐴) ∙ 𝐷𝐹𝑇(𝐵)) 

Algoritma FFT, memungkinkan pencarian DFT sebuah suku 

banyak dengan kompleksitas waktu 𝑂(𝑛 log 𝑛). Ide algoritma 
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ini adalah membagi suku banyak 𝑃 menjadi 

𝑃(𝑥) = 𝑃1(𝑥2) + 𝑥𝑃2(𝑥2). 
Asumsikan 𝑃 berderajat 𝑛 − 1, dengan 𝑛 adalah 

perpangkatan 2. Definisikan 𝑃1(𝑥) = (𝑎0, 𝑎2, … , 𝑎𝑛−2) dan 

𝑃2(𝑥) = (𝑎1, 𝑎3, … , 𝑎𝑛−1). Mudah dilihat bahwa 𝑃1 dan 𝑃2 

masing-masing berderajat 
𝑛

2
− 1. Tinjau suku ke-𝑘 dari 𝐷𝐹𝑇(𝑃), 

𝐷𝐹𝑇(𝑃)𝑘 = 𝐷𝐹𝑇(𝑃1)𝑘 + 𝜔𝑘𝐷𝐹𝑇(𝑃2)𝑘 

untuk setiap 𝑘 ∈ [0,
𝑛

2
− 1], persamaan tersebut merupakan 

perolehan langsung dari hubungan 𝑃 dengan 𝑃1 dan 𝑃2. Untuk 

nilai 𝑘 ∈ [
𝑛

2
, 𝑛 − 1] bisa diperoleh dengan persamaan berikut 

𝐷𝐹𝑇(𝑃)𝑘 = 𝑃(𝜔𝑘) = 𝑃1(𝜔2𝑘) + 𝜔𝑘𝑃2(𝜔2𝑘). 

Misalkan 𝑘 =
𝑛

2
+ 𝑚, dengan 𝑚 ∈ [0,

𝑛

2
− 1] diperoleh 

𝐷𝐹𝑇(𝑃)𝑛
2

+𝑚
= 𝑃1(𝜔𝑛+2𝑚) + 𝜔𝑚𝜔

𝑛
2𝑃2(𝜔𝑛+2𝑚). 

Berdasarkan formula euler, 𝜔𝑛 = cos(2𝜋) + 𝑖 sin(2𝜋) = 1, 

dan 𝜔
𝑛

2 = cos(𝜋) + 𝑖 sin(𝜋) = −1, diperoleh 

𝐷𝐹𝑇(𝑃)𝑛
2

+𝑚
= 𝑃1(𝜔2𝑚) − 𝜔𝑚𝑃2(𝜔2𝑚)

= 𝐷𝐹𝑇(𝑃1)𝑚 − 𝜔𝑚𝐷𝐹𝑇(𝑃2)𝑚. 
Hasil tersebut memungkinkan pencarian 𝐷𝐹𝑇 secara rekursif 

maupun iteratif. 

Misalkan 𝑇𝐷𝐹𝑇(𝑛) adalah kompleksitas waktu pencarian 

DFT. Karena setiap operasi polinomial dibagi menjadi dua buah 

polinomial baru berderjat setengahnya, diperoleh 

𝑇𝐷𝐹𝑇(𝑛) = 𝑇𝐷𝐹𝑇 (
𝑛

2
) + 𝑇(𝑜𝑝). 

Pencarian DFT pada satu operasi memerlukan operasi 

𝑎𝑠𝑠𝑖𝑔𝑛𝑚𝑒𝑛𝑡 sebanyak 𝑛 kali, sehingga memiliki kompleksitas 

linear, diperoleh 

𝑇𝐷𝐹𝑇(𝑛) = 𝑇𝐷𝐹𝑇 (
𝑛

2
) + 𝑇(𝑛). 

Jika 𝑛 = 2𝑘, akan diperoleh 𝑇𝐷𝐹𝑇(𝑛) = 𝑘 ∙ 𝑛 = 𝑂(𝑛 log 𝑛). 

Pencarian invers DFT, seperti terdapat pada [6] 

membutuhkan pengetahuan mengenai matriks vandermonde 

dan advanced calculus, pada makalah ini, penulis hanya akan 

memberikan formula langsung dari invers DFT, yaitu 

𝐷𝐹𝑇−1(𝑄)𝑘 =
1

𝑛
∑ (𝐷𝐹𝑇(𝑃)𝑚𝜔−𝑘𝑚)

𝑛−1

𝑚=0

. 

Algoritma efisien untuk memperoleh penjumlahan di atas 

adalah dengan algoritma yang sama dengan pencarian DFT, 

perbedaannya yaitu alih-alih 𝜔𝑘, yang digunakan adalah 𝜔−𝑘. 

Selain itu, pada akhir komputasi, koefisien yang diperoleh perlu 

dibagi dengan 𝑛 sesuai dengan formula di atas. Kompleksitas 

waktu pencarian invers DFT sama dengan pencarian DFT yaitu 

𝑂(𝑛 log 𝑛). 

Perhatikan bahwa dalam algoritma FFT, tipe data yang 

digunakan adalah bilangan kompleks, sehingga dimungkinkan 

adanya ketidaktelitian dalam komputasi. Total kompleksitas 

waktu untuk algoritma FFT adalah 𝑂(𝑛 log 𝑛). 

 

 

III.   PENCARIAN BANYAKNYA SOLUSI PERSAMAAN YANG 

DIBATASI 

Sekarang kita siap untuk memecahkan persoalan stars and 

bars. Meninjau kembali, problem statement persoalan stars and 

bars yang dibatasi ini adalah sebagai berikut. 

 

Diberikan dua buah bilangan bulat non negatif 𝑛 dan 𝑟, serta 

barisan bilangan bulat (𝑠1, 𝑠2, 𝑠3, … , 𝑠𝑛), dan (𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, … , 𝑡𝑛), 

dengan 𝑠𝑖 ≤ 𝑡𝑖  ∀𝑖 ∈ [1, 𝑛]. Partisi 𝑟 menjadi 𝑛 buah elemen, 

𝑥𝑖 , ∀𝑖 ∈ [1, 𝑛] sedemikian sehingga 𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛 = 𝑟, 

dengan 𝑠𝑖 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 𝑡𝑖 untuk setiap 𝑖 ∈ [1, 𝑛]. Tentukan 

banyaknya cara mempartisi 𝑟 dengan batasan yang diberikan. 

 

Kita akan menggunakan fungsi pembangkit untuk 

menyelesaikan persoalan ini. Namun, sebelum itu, bentuk stars 

and bars di atas bisa digeser batas bawahnya menjadi 0, 

misalkan 𝑥𝑖 = 𝑎𝑖 + 𝑠𝑖 , ∀𝑖 ∈ [1, 𝑛], diperoleh batas 0 ≤ 𝑎𝑖 ≤
𝑡𝑖 − 𝑠𝑖 , ∀𝑖 ∈ [1, 𝑛] dan 𝑎𝑖 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛 = 𝑟 − ∑ 𝑠𝑖

𝑛
𝑖=1 . 

Misalkan 𝑝𝑖 = 𝑡𝑖 − 𝑠𝑖, dan 𝑟′ = 𝑟 − ∑ 𝑠𝑖
𝑛
𝑖=1 , persoalan di atas 

disederhanakan menjadi pencarian banyaknya solusi non negatif 

(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛), sedemikian sehingga 

𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + ⋯ + 𝑎𝑛 = 𝑟′ 
dengan 𝑎𝑖 ≤ 𝑝𝑖 , jika diberikan 𝑛, 𝑟′ dan barisan 

(𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑛). 

Akan dibangun sebuah fungsi pembangkit untuk persoalan 

ini. Misalkan sebuah barisan (𝑦1
(𝑛)

, 𝑦2
(𝑛)

, … , 𝑦𝑟
(𝑛)

, … ) adalah 

barisan solusi untuk persoalan di atas, dengan 𝑦𝑖
(𝑛)

 adalah 

banyaknya solusi dari 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + ⋯ + 𝑎𝑛 = 𝑖. Fungsi 

pembangkit untuk barisan ini adalah 

𝐴(𝑛)(𝑥) = ∑ 𝑦𝑗
(𝑛)

𝑥𝑗 = 𝑦0
(𝑛)

+ 𝑦1
(𝑛)

𝑥 + 𝑦2
(𝑛)

𝑥2 + ⋯

∞

𝑗=0

 

Perhatikan bahwa 𝐴(𝑘)(𝑥) menunjukkan penjumlahan yang 

sedang dikonsiderasi, yaitu penjumlahan 𝑎1 hingga 𝑎𝑘, atau 

𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑘. 

Dari definisi fungsi pembangkit di atas pandang subpersoalan 

berikut: 

• Solusi partisi menjadi sebuah bilangan 𝑎1. perhatikan 

bahwa solusi 𝑎1 = 𝛼 memiliki satu cara untuk 0 ≤ 𝛼 ≤ 𝑝1 

dan 0 cara di luar interval tersebut. Akibatnya, fungsi 

pembangkit pada subpersoalan ini adalah fungsi 

pembangkit dari barisan (1,1,1,1, … ,1,0,0, … ), dengan 

banyaknya angka 1 pada barisan tersebut adalah 𝑝1 + 1, 

atau 𝐴(1)(𝑥) = 𝐴1(𝑥) = ∑ 𝑥𝑗𝑝1
𝑗=0 . 

• Solusi partisi menjadi dua buah bilangan 𝑎1 dan 𝑎2. tinjau 

bahwa subpersoalan ini bisa dipecah menjadi subpersoalan 

sebelumnya, yaitu mencari banyaknya solusi untuk 𝑎1 = 𝛼 

dan banyaknya solusi untuk 𝑎2 = 𝛽. Jika fungsi 

pembangkit untuk 𝑎1 = 𝛼 diperoleh 𝐴1(𝑥) dan untuk 𝑎2 =
𝛽 fungsi pembangkitnya adalah 𝐴2(𝑥), mudah dibuktikan 

bahwa koefisien 𝑥𝑖  dari 𝐴1(𝑥)𝐴2(𝑥) adalah banyaknya 

solusi persamaan 𝑎1 + 𝑎2 = 𝑖. Dengan demikian, fungsi 

pembangkit dari subpersoalan ini adalah 𝐴(2)(𝑥) =
𝐴1(𝑥)𝐴2(𝑥). 

Akan dibuktikan secara induksi, bahwa fungsi pembangkit 

solusi persoaalan stars and bars terbatas dapat dituliskan 

sebagai  

𝐴(𝑛)(𝑥) = 𝐴1(𝑥)𝐴2(𝑥) … 𝐴𝑛(𝑥) 

dengan 𝐴𝑖(𝑥) adalah fungsi pembangkit dari solusi 

persamaan 𝑎𝑖 = 𝛼 untuk sembarang 𝛼. Bentuk eksplisit fungsi 

𝐴𝑖(𝑥) sama seperti pada subpersoalan pertama, yaitu 𝐴𝑖(𝑥) =
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 ∑ 𝑥𝑗𝑝𝑖
𝑗=0  untuk setiap 𝑖 ∈ [1, 𝑛]. 

Basis induksi telah dibuktikan pada subpersoalan pertama dan 

kedua. Asumsikan 𝐴(𝑛−1)(𝑥) = 𝐴1(𝑥)𝐴2(𝑥) … 𝐴𝑛−1(𝑥) adalah 

solusi persoalan stars and bars dengan 𝑛 − 1 peubah. Tinjau 

𝐴(𝑛−1)(𝑥) = ∑ 𝑦𝑗
(𝑛−1)

𝑥𝑗.

∞

𝑗=0

 

Untuk sembarang 𝑢, banyaknya solusi dari persamaan 𝑎1 +

𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛−1 = 𝑢, sesuai hipotesis, adalah 𝑦𝑢
(𝑛−1)

. Pilih 

sembarang 𝑣, sedemikian sehingga 𝑎𝑛 = 𝑣. Banyaknya solusi 

dari 𝑎𝑛 = 𝑣 adalah koefisien 𝑥𝑣 dari 𝐴𝑛(𝑥). Koefisien 𝑥𝑢+𝑣 dari 

𝐴(𝑛−1)(𝑥)𝐴𝑛(𝑥), akibatnya adalah banyaknya solusi dari 𝑎1 +
𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛 = 𝑢 + 𝑣. Karena pemilihan 𝑢 dan 𝑣 tidak 

mengurangi keumuman (dipilih secara sembarang), untuk setiap 

𝑟, banyaknya solusi dari 𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛 = 𝑟 adalah 

koefisien 𝑥𝑟 dari 𝐴(𝑛−1)(𝑥)𝐴𝑛(𝑥). Dengan demikian, terbukti 

bahwa 𝐴(𝑛−1)(𝑥)𝐴𝑛(𝑥) adalah fungsi pembangkit untuk 𝑎1 +
𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛 = 𝑟 dan dapat dituliskan sebagai 

𝐴(𝑛)(𝑥) = 𝐴(𝑛−1)(𝑥)𝐴𝑛(𝑥) = 𝐴1(𝑥)𝐴2(𝑥) … 𝐴𝑛(𝑥). 
Secara aljabar, dengan menyulihkan bentuk eksplisit dari 

𝐴𝑖(𝑥), diperoleh bahwa solusi dari 𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛 = 𝑟′ 
dengan 0 ≤ 𝑎𝑖 ≤ 𝑝𝑖  adalah sebagai berikut 

[𝑥𝑟′](𝐴(𝑛)(𝑥)) = [𝑥𝑟′] (∏ ( ∑ 𝑥𝑗

𝑗=𝑝𝑖

𝑗=0

)

𝑖=𝑛

𝑖=1

) 

Notasi [𝑥𝑘](𝑓(𝑥)) adalah koefisien 𝑥𝑘 dari 𝑓(𝑥). Tinjau 

bahwa deret pada ruas kanan adalah deret geometri, 

jumlahannya dapat dicari dengan formula deret geometri, yaitu 

∑ 𝑥𝑗

𝑝𝑖

𝑗=0

= 1 + 𝑥 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑝𝑖 =
(1 − 𝑥𝑝𝑖+1)

(1 − 𝑥)
. 

Dengan demikian, bentuk di atas dapat disederhanakan 

menjadi 

[𝑥𝑟′](𝐴(𝑛)(𝑥)) = [𝑥𝑟′] (∏
(1 − 𝑥𝑝𝑖+1)

(1 − 𝑥)

𝑖=𝑛

𝑖=1

). 

Misalkan 𝑃(𝑥) = ∏ (1 − 𝑥𝑝𝑖+1)𝑛
𝑖=1 , diperoleh bahwa 

[𝑥𝑟′](𝐴(𝑛)(𝑥)) = [𝑥𝑟′] (
𝑃(𝑥)

(1 − 𝑥)𝑛
). 

Kita telah mengetahui bahwa 
1

(1−𝑥)𝑛 merupakan fungsi 

pembangkit dari sebuah suku banyak bersuku tak hingga, 

sulihkan bentuknya dalam persamaan di atas, akan diperoleh 

[𝑥𝑟′](𝐴(𝑛)(𝑥)) = [𝑥𝑟′] (𝑃(𝑥) ∙ ∑ (
𝑘 + 𝑛 − 1

𝑘
) 𝑥𝑘

𝑘≥0

) 

[𝑥𝑟′](𝐴(𝑛)(𝑥)) = ∑ ((
𝑘 + 𝑛 − 1

𝑘
) ∙ [𝑥𝑟′−𝑘](𝑃(𝑥)))

𝑘≥0

 

Koefisien 𝑃(𝑥) memerlukan komputasi perkalian 𝑛 buah 

suku banyak, dalam hal ini, algoritma FFT dapat diterapkan.  

Misalkan 𝑇𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑛) adalah kompleksitas waktu untuk 

menghitung 𝑃(𝑥), perhatikan bahwa untuk menghitung 

𝑃(𝑛−1)(𝑥) ∙ (1 − 𝑥𝑝𝑛+1) menggunakan FFT memerlukan 

Ω ((|𝑃(𝑛−1)| + 𝑝𝑛 + 1) log(|𝑃(𝑛−1)| + 𝑝𝑛 + 1)), dengan 

𝑃(𝑛−1)(𝑥) = ∏ (1 − 𝑥𝑝𝑖+1)𝑛−1
𝑖=1  dan |𝑃(𝑛−1)| adalah banyaknya 

suku pada 𝑃(𝑛−1). Jika diasumsikan hasil perkalian setelah FFT 

sudah dikondensasi (perkalian suku banyak berderajat 𝑥 dengan 

suku banyak berderajat 𝑦 menghasilkan suku banyak berderajat 

(𝑥 + 𝑦)), diperoleh bahwa kompleksitas waktu perkalian 

𝑃(𝑛−1)(𝑥) ∙ (1 − 𝑥𝑝𝑛+1) adalah Ω((𝑆 + 𝑛) log(𝑆 + 𝑛)) dengan 

𝑆 = Σ𝑝𝑖 . Perhatikan bahwa asimtotik atas untuk algoritma ini 

bisa sangat besar jika vektor koefisien tidak dikondensasi. 

Kompleksitas waktu total dapat dicari dari persamaan rekursi 

𝑇𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑛) = 𝑇𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑛 − 1) + 𝑇𝐹𝐹𝑇(𝑛) 

𝑇𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑛) = 𝑇𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑛 − 1) + Ω((𝑆 + 𝑛) log(𝑆 + 𝑛))
= Ω(𝑛𝑆 log 𝑆). 

Perhatikan bahwa, jika vektor koefisien selalu dikondensasi, 

misalkan 2𝑞−1 < 𝑆 ≤ 2𝑞 , kompleksitas asimtotik atas untuk 

algoritma ini adalah 𝑇𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑛) = 𝑂(𝑛(2𝑞 + 𝑛) log(2𝑞 + 𝑛)). 

Dengan demikian, kompleksitas total pencarian persoalan 

stars and bars yang dibatasi adalah 𝑇(𝑛) = 𝑇(𝐶) + 𝑇(𝑂𝑝) +
𝑇𝑚𝑢𝑙𝑡(𝑛), dengan 𝐶 adalah operasi pencarian kombinasi dan Op 

adalah operasi perkalian kombinasi dengan 𝑃(𝑥). Mudah dilihat 

bahwa 𝑂𝑝 dilakukan sebanyak 𝑛 kali, sehingga hanya 

membutuhkan waktu linear, sedangkan 𝐶 dapat diperoleh 

dengan algoritma efisien yaitu dengan precompute semua 

kemungkinan faktorial yang akan dihitung. Mudah dilihat 

bahwa 𝑂(𝐶) + 𝑂(𝑛(2𝑞 + 𝑛) log(2𝑞 + 𝑛)) = 𝑂(𝑛(2𝑞 +
𝑛) log(2𝑞 + 𝑛)). Dengan demikian 𝑇(𝑛) = 𝑂(𝑛(2𝑞 +
𝑛) log(2𝑞 + 𝑛)). 

Hal menarik dari solusi pencarian ini adalah, untuk 𝑟′ yang 

berubah-ubah, karena 𝑃(𝑥) tidak berubah, pencarian solusi bisa 

dilakukan hanya dalam 𝑂(max(𝐶, 𝑛)). Kita juga dapat 

melakukan optimasi jika 𝑝𝑖  memiliki keseragaman, misalnya 

dalam kasus ekstrem ketika 𝑝1 = 𝑝2 = ⋯ = 𝑝𝑛 = 𝑝, bentuk 

fungsi pembangkit dari solusi akan menjadi 

[𝑥𝑟′](𝐴(𝑛)(𝑥)) = [𝑥𝑟′] ((1 − 𝑥𝑝+1)𝑛 ∙ ∑ (
𝑘 + 𝑛 − 1

𝑘
) 𝑥𝑘

𝑘≥0

) 

[𝑥𝑟′](𝐴(𝑛)(𝑥))

= [𝑥𝑟′] (( ∑ (
𝑛
𝑚

) (−𝑥𝑝+1)𝑚

𝑛

𝑚=0

) (∑ (
𝑘 + 𝑛 − 1

𝑘
) 𝑥𝑘

𝑘≥0

)) 

[𝑥𝑟′](𝐴(𝑛)(𝑥)) = ∑ (−1)𝑘 (
𝑛
𝑘

) (
𝑟′ − 𝑘𝑝 − 𝑘 + 𝑛 − 1

𝑟′ − 𝑘𝑝 − 𝑘
)

min(
𝑟′

𝑝+1
,𝑛)

𝑘=0

 

dengan kompleksitas waktu 𝑂 (max (𝐶, 𝑚𝑖𝑛 (
𝑟

𝑝+1
, 𝑛))). 

Lebih lanjut, untuk nilai-nilai 𝑝𝑖  yang tidak menyebar, 

pencarian perkalian suku banyak berulang (perpangkatan suku 

banyak) bisa dilakukan dengan menggunakan algoritma fast 

exponentiation. 

Selain itu, formula bentuk umum stars and bars bisa juga 

diperoleh dari hasil fungsi pembangkit ini dengan menyulihkan 

𝑝𝑖 → ∞ untuk setiap 𝑖 ∈ [1, 𝑛]. Akan diperoleh 

[𝑥𝑟′] (𝐴(𝑛)(𝑥)) = [𝑥𝑟′
] (

1

(1 − 𝑥)𝑛
)

= [𝑥𝑟′] (∑ (
𝑘 + 𝑛 − 1

𝑘
) 𝑥𝑘

𝑘≥0

). 

Dengan demikian, banyaknya solusi adalah (𝑟′ + 𝑛 − 1
𝑟′

), 

konsisten dengan yang diperoleh menggunakan formula stars 

and bars. 
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IV.   IMPLEMENTASI ALGORITMA 

Hasil implementasi algoritma pencarian DFT dengan bahasa 

C++ adalah sebagai berikut. 

 

 

Gambar 5 Implementasi Pencarian DFT 

Adapun untuk pencarian invers, hasil implementasinya 

adalah sebagai berikut. 

 

 

Gambar 6 Implementasi Pencarian Invers DFT 

 

Mengaplikasikan kedua prosedur di atas, perkalian dua buah 

suku banyak dapat langsung diimplementasi dengan formula 

𝐷𝐹𝑇−1(𝐷𝐹𝑇(𝐴) ∙ 𝐷𝐹𝑇(𝐵)), implementasinya dalam bahasa 

C++ diperoleh sebagai berikut. 

 

 

Gambar 7 Algoritma Perkalian Dua Buah Suku Banyak 

Perhatikan bahwa vektor result pada perolehannya dilakukan 

operasi rounding menjadi long long int, sehingga sangat 

memungkinkan untuk terjadi ketidaktelitian. 

Berikut ini adalah program utama pencarian solusi stars and 

bars terbatas interval dengan algoritma FFT. 

 

 

Gambar 8 Program Utama Algoritma Pencarian Solusi 

Persoalan Stars And Bars yang dibatasi interval 

 

Faktorial pada bahasa C++ hanya mampu menampung hingga 

19! = 1.21𝑥1017, mengingat batasan long long int pada bahasa 

C++ adalah −9𝑥1018 hingga 9𝑥1018. Akibatnya nilai 𝑟 + 𝑛 −
1 perlu lebih kecil dari 19. Untuk kasus-kasus besar, 

implementasi bisa dilakukan pada bahasa lain yang bisa 

menampung bilangan bulat besar seperti java atau python. 

Algoritma time difference digunakan sebagai pengukur waktu 

eksekusi. [13] 

Untuk membandingkan kompleksitas waktu, algoritma yang 

mengimplementasikan brute force dari penyelesaian persoalan 

ini juga dibuat. Berikut hasil implementasinya. 

 

 

Gambar 9 Algoritma Brute Force 
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Batas-batas dan jumlah iterasi dimodifikasi secara manual 

disesuaikan dengan input. 

Misalnya akan diselesaikan persamaan 𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥7 =
12, dengan batasan berikut 0 ≤ 𝑥1 ≤ 12,  1 ≤ 𝑥2 ≤ 12, 1 ≤
𝑥3 ≤ 11, 2 ≤ 𝑥4 ≤ 11, 0 ≤ 𝑥5 ≤ 10, 0 ≤ 𝑥6 ≤ 9, 1 ≤ 𝑥7 ≤ 9. 

Menggunakan algoritma FFT, diperoleh hasil sebagai berikut. 

 

 

Gambar 10 Hasil Eksekusi Studi Kasus Interval Berbeda 

Menggunakan Algoritma FFT 

Adapun hasil eksekusi menggunakan algoritma brute force, 

sebagai berikut. 

 

 

Gambar 11 Hasil Eksekusi Studi Kasus Interval Berbeda 

Menggunakan Algoritma Brute Force 

 

Perhatikan bahwa algoritma FFT delapan kali lebih cepat 

dibandingkan brute force. Hasil yang diperoleh pun memiliki 

akurasi yang cukup baik. 

Selain itu, untuk kasus khusus ketika 𝑝𝑖 = 𝑝𝑗  ∀𝑖, 𝑗 ∈ [1, 𝑛], 

penulis membuat optimasi sesuai dengan formula hasil 

penyesuaian fungsi pembangkit, berikut hasil implementasinya.  

 

 

Gambar 12 Implementasi Optimasi Pada Kasus Interval Sama 

Misalnya akan diuji kasus untuk 𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥13 = 7 

dengan 0 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 7 untuk setiap 𝑖 ∈ [1,13]. Hasil eksekusi 

dengan metode brute force diperoleh sebagai berikut. 

 

 

Gambar 13 Hasil Eksekusi Menggunakan Algoritma Brute 

Force 

Kasus uji juga dijalankan pada algoritma yang menggunakan 

FFT, hasil yang diperoleh adalah sebagai berikut. 

 

Gambar 14 Hasil Eksekusi Kasus Interval Sama Menggunakan 

Algoritma FFT 

Adapun hasil penggunaan algoritma optimasi, diperoleh 

sebagai berikut. 

 

 

Gambar 15 Hasil Eksekusi Kasus Interval Sama Menggunakan 

Algoritma Optimasi 

 

Terlihat bahwa algoritma brute force membutuhkan waktu 

sebanyak 26 menit untuk mendapatkan solusi. Algoritma FFT 

pada kasus ini masih cukup efisien, waktu eksekusi masih < 1 

detik. Menariknya, dengan algoritma optimasi, waktu yang 

dibutuhkan hanya berorde ratusan nanodetik, ribuan kali lebih 

cepat dibanding dengan algoritma FFT.  

Kasus-kasus uji di atas terbatas pada range limit yang 

disediakan oleh tipe data C++, penggunaan bahasa lain 

dimungkinkan untuk mencari solusi dengan 𝑛 dan 𝑟 yang cukup 

besar. Masalah batasan tipe data ini sebenarnya bisa diakali 

dengan penggunaan modulo, tetapi hal ini membutuhkan banyak 

modifikasi pada algoritma FFT.  
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V.   KESIMPULAN 

Fungsi pembangkit memiliki aplikasi yang sangat luas di 

bidang komputasi. Salah satu contoh aplikasi fungsi pembangkit 

adalah pada penyelesaian persoalan stars and bars yang 

digeneralisasi. Namun, di luar itu, fungsi pembangkit juga bisa 

diterapkan pada lebih banyak kasus-kasus lain yang lebih 

kompleks, misalnya pada kasus stars and bars dengan masing-

masing peubah memiliki koefisien tertentu atau ketika yang 

dicari adalah banyaknya solusi pertidaksamaan. Lebih lanjut, 

penggunaan fungsi pembangkit memungkinkan untuk 

mendapatkan solusi yang lebih umum, sehingga proses 

komputasi bisa dilakukan lebih dinamis dan adaptif. 
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